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Re´sume´ :
Nous pre´sentons une e´tude sur les effets de la modulation de la vitesse de rotation angulaire sur
l’instabilite´ interfaciale entre deux fluides Newtoniens immiscibles et incompressibles confine´s dans une
cellule de Hele-Shaw annulaire. En ne´gligeant les forces de Coriolis, les e´quations du proble`me line´aire
sont re´duites a` une e´quation de Mathieu. Le seuil de l’instabilite´ parame´trique est donc caracte´rise´
par des solutions pe´riodiques harmoniques et sous-harmoniques. Le seuil de l’instabilite´ peut donc eˆtre
controˆle´ en fonction de l’amplitude et de la fre´quence de la rotation.
Abstract :
The linear stability of an interface between two immiscible incompressible viscous fluids confined in
an annular Hele-Shaw cell subject to a periodic rotation is investigated. Neglecting Coriolis force, the
governing linear system is reduced to a periodic Mathieu equation. The system may exhibit harmonic
and subharmonic solutions. Here, the effects of both amplitude and frequency of the periodic angular
velocity on the behavior of the interface are examined.
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1 Introduction
L’e´tude de stabilite´ de l’interface se´parant deux fluides immiscibles confine´s dans une cellule de Hele-
Shaw annulaire en rotation a fait l’objet de plusieurs travaux the´oriques et expe´rimentaux [1 − 11].
Les forces centrifuges, en pre´sence d’une diffe´rence de densite´ entre les deux fluides, donnent lieu a`
une instabilite´ dite instabilite´ de Rayleigh-Taylor accompagne´e d’un e´coulement visqueux. Le cas par-
ticulier ou` les rapports de densite´ et de viscosite´ sont tre`s grands a e´te´ traite´ par Schwartz [1]. Il a
de´termine´ le taux de croissance de la perturbation de l’interface en pre´sence des forces de Coriolis.
Plus tard, Miranda [5] a conside´re´ le cas d’une interface se´parant un liquide magne´tique et un liquide
usuel. En pre´sence d’un champ magne´tique radial externe et en tenant compte de la superposition des
forces centrifuges et magne´tiques, l’analyse de stabilite´ line´aire a montre´ que les forces magne´tiques ont
tendance a` stabiliser l’interface. Gadeˆlha et Miranda [9] ont effectue´ une analyse de stabilite´ line´aire
et faiblement non line´aire de l’interface. Dans ce travail, les auteurs ont e´tudie´ l’effet du rapport de
viscosite´ et du coefficient de la tension superficielle sur la stabilite´ de l’interface. Recemment, Waters
et Cummings [10] ont ame´liore´ le travail de Schwartz [1] en utilisant la solution exacte du champ
de vitesse calcule´ auparavant dans [6]. Dans cette e´tude l’accent a e´te´ mis sur l’influence du nombre
d’Eckman sur le taux de croissance. Par la suite, Abidate et al. [11] ont examine´ a` la fois l’effet des
forces de Coriolis ainsi que celui des conditions aux limites et du parame`tre ge´ome´trique de courbure
sur le taux de croissance.
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L’objet de notre e´tude est d’examiner le cas de deux fluides immiscibles et incompressibles confine´es
dans une cellule de Hele-Shaw annulaire en rotation pe´riodique dans le temps. Dans cette situation
l’e´tat de base est instationnaire et l’e´coulement dans chaque fluide est pulse´. Une situation similaire
avait e´te´ analyse´ par [12]. Il avait e´tudie´ la stabilite´ d’une interface se´parant deux couches fluides hori-
zontales en conside´rant que dans chaque fluide la vitesse de´pend du temps. Il a montre´ que l’e´quation
relative a` l’e´le´vation de l’interface par rapport a` la ligne horizontale, repre´sentant l’e´quilibre, est une
e´quation diffe´rentielle a` coefficients variables dans le temps. Dans le cas particulier ou` les vitesses des
deux fluides sont pe´riodiques, cette e´quation diffe´rentielle correspond a` un oscillateur parame´trique
(e´quation de Mathieu). Une application du travail de Kelly [12] a e´te´ donne´e par Khenner et al. [13] qui
ont traite´ l’e´tude de stabilite´ line´aire de l’interface se´parant deux fluides en oscillations horizontales.
Suite a` ces travaux, nous e´tudions l’instabilite´ d’interface fluide-fluide immiscibles dans une cellule de
Hele-Shaw annulaire en rotation variable dans le temps. Dans cette e´tude, nous ne´gligeons les forces
de Coriolis et nous nous inte´ressons a` l’effet de la rotation pe´riodique sur le seuil de la stabilite´ de
l’interface entre les deux fluides.
2 Formulation du proble`me
Conside´rons deux fluides Newtoniens, immiscibles et incompressibles de viscosite´s µ1 et µ2 et de
densite´s ρ1 et ρ2, confine´s dans une cellule de Hele-Shaw annulaire d’e´paisseur, e, laquelle effectue
un mouvement de rotation pe´riodique autour de son axe vertical, Ω(t) = Ωm cos(ωt) (figure 1). Nous
ne´gligeons la pesanteur en conside´rant g ¿ Ω2(R2−R1). Nous notons par Vj(uj , vj) la vitesse relative
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Figure 1 – Fluides immiscibles confine´s dans une cellule de Hele-Shaw annulaire en rotation variable
dans le temps
(j = 1 ou 2 selon le fluide conside´re´) et pj la pression. Dans le repe`re relatif, (O, er, eθ,k), lie´ a` la
cellule, les e´quations re´gissant le mouvement s’e´crivent :
∇.Vj = 0 (j = 1, 2) (1)
ρj
[
∂Vj
∂t
+ (Vj .∇)Vj
]
= −∇pj + µj∆Vj − ρjΩ(t) ∧ (Ω(t) ∧ r)− ρj
(
dΩ(t)
dt
∧ r
)
(2)
avec r = rer et R1 ≤ r ≤ R2. Pour de faibles amplitudes de la vitesse de rotation, l’interface se´parant
les deux fluides est suppose´e circulaire. Par ailleurs, le terme dΩ(t)dt ∧r produit un champ de vitesse ayant
une composante azimutale Vbj = (0, V
b
j , 0). Cette solution de base satisfait ne´cessairement l’e´quation
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de continuite´, les e´quations de la quantite´ de mouvement ainsi que les conditions aux limites au niveau
des parois horizontales, uj = vj = 0 en z = ± e2 . Les e´quations de conservation, correspondant a` la
solution de base, se re´duisent a` :
−ρj
(V bj )
2
r
= −∂P
b
j
∂r
+ ρirΩ2(t) (3)
ρj
∂V bj
∂t
= µj
∂2V bj
∂z2
− ρjrdΩ(t)
dt
(4)
En inte´grant ces deux e´quations, les expressions de la pression de base et de la vitesse de base
moyenne´es par rapport a` la variable z, s’e´crivent :
V bj =
rΩm
(γj2 )
1
2
[Fj cos(ωt) +Gj sin(ωt)] (5)
P bj =
1
2
ρj
[(
V bj
)2
+ r2Ω2(t)
]
+ Cte (6)
Avec : γj = ωe
2
νj
, Fj =
(
sinh(Γj)+sin(Γj)
cos(Γj)+cosh(Γj)
− Γj
)
, Gj =
sinh(Γj)−sin(Γj)
cos(Γj)+cosh(Γj)
et Γj =
(γj
2
) 1
2
A l’e´quilibre, le saut de pression a` l’interface satisfait l’e´quation de Laplace donne´e par :
P 1j − P 2j =
σ
R
(7)
Les grandeurs σ et R de´signent, respectivement, la tension superficielle et le rayon de l’interface
a` l’e´quilibre. L’e´tude de stabilite´ line´aire de l’e´tat d’e´quilibre, consiste a` superposer a` celui-ci des
perturbations infinite´simales, nous introduisons alors les variables suivantes :
Vj = Vbj +V
′
j(u
′
j , v
′
j), Pj = P
b
j + p
′
j , r = R+ ξ(θ, t) (8)
Le syste`me d’e´quations correspondant a` une perturbation parfaite de l’e´tat d’e´quilibre est donne´ par :
∂u
′
j
∂r
+
u
′
j
r
+
1
r
∂v
′
j
∂θ
= 0 (9)
ρj
[
∂u
′
j
∂t
+
V bj
r
∂u
′
j
∂θ
− 2V
b
j v
′
j
r
]
= −∂p
′
j
∂r
(10)
ρj
[
∂v
′
j
∂t
+
V bj
r
∂v
′
j
∂θ
+ u
′
j
(
∂V bj
∂r
+ V bj
)]
= −1
r
∂p
′
j
∂θ
(11)
Nous cherchons les solutions du syste`me en modes normaux :[
u
′
j , v
′
j , p
′
j
]
= [u˜j(r), v˜j(r), p˜j(r)] exp(inθ), ξ(θ, t) = ξn(t) exp(inθ) (12)
Le terme n repre´sente le nombre d’onde azimutal qui est ici un entier naturel, et i ve´rifie i2 = −1. Nous
conside´rons que le champ de vitesse de´rive d’un potentiel φj , solution de l’e´quation de la continuite´,
de´finit pour chaque fluide par :
φ1 = C1(t)rn exp(inθ) , φ2 = C2(t)r−n exp(inθ) (13)
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Les constantes C1(t) et C2(t) sont de´termine´es en utilisant la condition cine´matique a` l’interface
u˜j =
dξn(t)
dt + in
V bj (R)
R ξn(t). Le saut des contraintes a` l’interface des deux fluides s’e´crit :(
P b1 + p˜1
)
−
(
P b2 + p˜2
)
= σ∇.n (14)
ou` n est la normale a` l’interface avec σ∇.n = [− σR + σR(1− n2)ξn]. En line´arisant la pression totale a`
l’aide d’un de´veloppement de Taylor au premier ordre au voisinage de r = R :
P bj + p˜j = P
b
j (R) +
∂P bj
∂r
|r=R ξn + p˜j(R, t) (15)
Les e´quations (13) et (14) permettent d’obtenir l’equation suivante :
d2ξn(t)
dt2
+ 2i
[
ρ1
ρ2 + ρ1
(n− 1)V
b
1
R
+
ρ2
ρ2 + ρ1
(n+ 1)
V b2
R
]
dξn(t)
dt
+
[
in
R
[
ρ1
ρ2 + ρ1
dV b1
dt
+
ρ2
ρ2 + ρ1
dV b2
dt
]
+
+
ρ2 − ρ1
ρ2 + ρ1
nΩ2(t)− ρ1
ρ2 + ρ1
n(n− 1)
(
V b1
R
)2
− ρ2
ρ2 + ρ1
n(n+ 1)
(
V b1
R
)2
− σn(1− n
2)
R3(ρ2 + ρ1)
]
ξn(t) = 0 (16)
L’e´quation (16) est un oscillateur parame´trique de Mathieu avec frottement. Pour e´liminer le terme
de frottement, nous introduisons le changement de variable suivant :
ξn(t) = ξ¯n(t) exp
[
−i
∫ (
ρ1
ρ2 + ρ1
(n− 1)V
b
1
R
+
ρ2
ρ2 + ρ1
(n+ 1)
V b2
R
)
dt
]
(17)
Nous obtenons apre`s une analyse adimensionnelle l’oscillateur de Mathieu sans frottement :
d2ξ¯n(t)
dt2
+ [β + iδ cos(t) + iε sin(t) + χ cos(2t) + Λ sin(2t)] ξ¯n(t) = 0 (18)
avec
β =
R2eγ
−2
2
[
An+
2A
B
n(1− n2) + (n− 1)(1−A)
γ
(
1
2
(1−A)(n− 1)− n
)
(F 21 +G
2
1) +
(n+ 1)(1 +A)
γν
(
1
2
(1 +A)(n+ 1)− n
)
(F 22 +G
2
2) +
(n2 − 1)(1−A2)
γν
1
2
(F1F2 +G1G2)
]
(19)
δ =
Reγ
− 3
2√
2
[
(1−A)G1 − (1 +A)
ν
1
2
G2
]
(20)
ε =
Reγ
− 3
2√
2
[
(1 +A)
ν
1
2
F2 − (1−A)F1
]
(21)
χ =
R2eγ
−2
2
[
An+
(n− 1)(1−A)
γ
(
1
2
(1−A)(n− 1)− n
)
(F 21 −G21) +
(n2 − 1)(1−A2)
γν
1
2
(F1F2 −G1G2) + (n+ 1)(1 +A)
γν
(
1
2
(1 +A)(n+ 1)− n
)
(F 22 −G22)
]
(22)
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Λ = R2eγ
−2
[
(n− 1)(1−A)
γ
(
1
2
(1−A)(n− 1)− n
)
F1G1 +
(n2 − 1)(1−A2)
2γν
1
2
(F1G2 + F2G1)
+
(n+ 1)(1 +A)
γν
(
1
2
(1 +A)(n+ 1)− n
)
F2G2
]
(23)
On pose γ = γ1 et on de´signe par ν = ν1ν2 le rapport de viscosite´ des deux fluides, par B =
(ρ1−ρ2)R3Ω2m
σ
le nombre de Bond, Re = Ωme
2
ν1
le nombre de Reynolds et A = ρ2−ρ1ρ2+ρ1 le nombre d’Atwood. Nous
utilisons la the´orie de Floquet pour de´terminer les solutions de l’e´quation (18)
(ξ¯n)pi =
+∞∑
−∞
ane
int (Solutions harmoniques) (24)
(ξ¯n)pi/2 =
+∞∑
−∞
ane
i(n+1/2)t (Solutions sous-harmoniques) (25)
En introduisant les expressions (24) et (25) dans l’e´quation (18), nous obtenons le de´terminant de Hill
et par conse´quent nous aboutissons aux courbes de stabilite´ marginale.
3 Discussion
L’e´quation de Mathieu (18) posse`de des solutions borne´es qui sont pe´riodiques. Ces solutions nous
permettent de de´terminer les zones d’instabilite´. Par analogie avec le proble`me du pendule simple,
l’interface peut eˆtre stabilise´e ou de´stabilise´e en fonction de la fre´quence et de l’amplitude de modula-
tion de la rotation et en fonction des autres parame`tres physiques intervenant dans le proble`me. Dans
cette e´tude, la stabilisation ou la de´stabilisation de l’interface est la conse´quence d’une compe´tition
entre deux types d’instabilite´s : d’une part, l’instabilite´ de Kelvin-Helmholtz entre deux e´coulements
pulse´s re´sultat de la variation de la vitesse de rotation en fonction du temps et d’autre part, l’instabilite´
de Rayleigh Taylor re´sultat de la variation de la masse volumique en pre´sence des forces centrifuges.
4 Conclusion
Nous avons conside´re´ dans ce travail l’instabilite´ interfaciale de deux fluides immiscibles de masses
volumiques diffe´rentes confine´s dans une cellule de Hele-Shaw laquelle effectue une rotation variable
dans le temps. En e´tudiant la stabilite´ line´aire de la solution de base qui correspond a` deux e´coulements
visqueux et pulse´s, le proble`me perturbe´ a e´te´ re´duit a` une e´quation de Mathieu re´gissant l’e´volution
de l’amplitude de l’interface. Cette e´tude pre´liminaire nous permettra par la suite de de´terminer les
zones stable et instable en fonction des diffe´rents parame`tres physiques du proble`me.
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